
 

 

 
 

丛 书 序 

粒计算是一个新兴的、多学科交叉的研究领域。它既融入了经典的智慧，也

包括了信息时代的创新。通过十多年的研究，粒计算逐渐形成了自己的哲学、理

论、方法和工具，并产生了粒思维、粒逻辑、粒推理、粒分析、粒处理、粒问题

求解等诸多研究课题。值得骄傲的是，中国科学工作者为粒计算研究发挥了奠基

性的作用，并引导了粒计算研究的发展趋势。在过去几年里，科学出版社出版了

一系列具有广泛影响的粒计算著作，包括《粒计算：过去、现在与展望》、《商空

间与粒计算——结构化问题求解理论与方法》、《不确定性与粒计算》等。为了更

系统、全面地介绍粒计算的最新研究成果，推动粒计算研究的发展，科学出版社

推出了《粒计算研究丛书》。本丛书的基本编辑方式为：以粒计算为中心，每年选

择该领域的一个突出热点为主题，邀请国内外粒计算和该主题方面的知名专家、

学者就此主题撰文，来介绍近期相关研究成果及对未来的展望。此外，其他相关

研究者对该主题撰写的稿件，经丛书编委会评审通过后，也可以列入该系列丛书。

本丛书与每年的粒计算研讨会建立长期合作关系，丛书的作者将捐献稿费购书，

赠给研讨会的参会者。中国有句老话，“星星之火，可以燎原”，还有句谚语，“众

人拾柴火焰高”。《粒计算研究丛书》就是基于这样的理念和信念出版发行的。粒

计算还处于婴儿时期，是星星之火，在我们每个人的爱心呵护下，一定能够燃烧

成燎原大火。粒计算的成长，要靠大家不断地提供营养，靠大家的集体智慧，靠

每一个人的独特贡献。这套丛书为大家提供了一个平台，让我们可以相互探讨和

交流，共同创新和建树，推广粒计算的研究与发展。本丛书受益于粒计算研究每

一位同仁的热心参与，也必将服务于从事粒计算研究的每一位科学工作者、老师

和同学。《粒计算研究丛书》的出版得到了众多学者的支持和鼓励，同时也得到了

科学出版社的大力帮助。没有这些支持，也就没有本丛书。我们衷心地感谢所有

给予我们支持和帮助的朋友们！ 

 
《粒计算研究丛书》编委会    

2015 年 7 月        



·ii· 粒计算、商空间及三支决策的回顾与发展 

 



 前  言 ·iii· 

 

 
 

前  言 

随着大数据时代的到来，恰逢人工智能的又一次发展高潮，急需一种化繁为

简、快速有效处理大数据的计算理论和工具，如何使机器能够模拟人类认识客观

世界的认知过程，成为人工智能领域的一项重要任务。粒计算(granular computing)
是当前人工智能研究领域中模拟人类思维和解决复杂问题的新方法。商空间理论、

三支决策理论和粗糙集理论是粒计算的主要理论。 
粒计算覆盖了有关粒度的主要理论、方法和技术，是研究复杂问题求解、大

数据挖掘和不确定性信息处理等问题的有力工具。人类智能的一个公认特点就是

人们能从极为不同的粒度上观察和分析同一问题，人们不仅能在不同粒度的世界

上进行问题求解，而且能够很快地从一个粒度世界跳到另一个粒度世界，往返自

如，毫无困难。这种处理不同粒度世界的能力，正是人类问题求解的强有力的表

现。粒计算理论提出至今已有 30 多年，受到众多研究者的广泛关注，成为学术界

重视的一个新研究领域。 
随着粒计算研究工作的不断深入，国内外学者从不同的角度展开了相关研究，

组织了国际、国内学术会议和暑期研讨会等多种形式的学术交流活动，并相继出

版了一系列著作。例如，2007 年张钹、张铃出版了《问题求解理论及应用——商

空间粒度计算理论及应用(第 2 版)》(清华大学出版社)；2008 年由 13 位海内外华

人学者合著出版了《粒计算：过去、现在与展望》(科学出版社)；2010 年结合粒

计算专题在安徽大学举办了商空间与粒计算的专题研讨会，出版了《商空间与粒计

算——结构化问题求解理论与方法》(科学出版社)；2011 年在同济大学举办了不

确定性与粒计算的专题研讨会，出版了《不确定性与粒计算》(科学出版社)；2012～
2015 年相继出版了《云模型与粒计算》(科学出版社)、《三支决策与粒计算》(科
学出版社) 和《三支决策——复杂问题求解方法与实践》(科学出版社)。另外，中

国粒计算学术研讨会和 IEEE International Conference on Granular Computing 等国

内外有关学术活动的开展，也极大地促进了粒计算理论及其应用的发展。 
本书由国内外粒计算研究领域的多位华人学者合作撰写。书中介绍了各位作

者及其研究团队近年来在商空间理论、三支决策理论和粗糙集理论研究方面取得

的最新研究成果，总结了相关研究进展。本书可为人工智能领域的专家或研究人
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员提供参考。 
全书组织结构如下：第 1 章问题求解商空间理论形成始末，由张钹撰写；第

2 章商空间理论及应用综述，由赵姝、张冬、余成进、陈洁、张燕平撰写；第 3
章多粒度商空间分类搜索与结构分析，由张清华、张涛、徐凯、王国胤撰写；第

4 章基于粒度空间的最优聚类模型及应用，由唐旭清撰写；第 5 章基于粒化的服

务组合优化问题研究，由张以文、崔光明撰写；第 6 章基于商空间理论的网络图

路径分析，由何富贵、张燕平、赵姝撰写；第 7 章三支决策：三分而治的思维方

式和方法，由姚一豫撰写；第 8 章面向不完备数据的三支决策聚类方法，由于洪、

苏婷、王国胤撰写；第 9 章基于广义和狭义视角下的三支决策模型，由刘盾、梁

德翠撰写；第 10 章多粒度三支决策：理论及应用，由鞠恒荣、李华雄、周献中、

黄兵、杨习贝撰写；第 11 章基于代价敏感的三支决策边界域处理模型研究，由陈

洁、方莲娣、王刚、赵姝、张燕平撰写；第 12 章多粒度标记决策表的知识表示与

知识获取，由吴伟志撰写；第 13 章基于概率粗糙集的流计算学习方法，由徐健锋、

张远健、张志飞、苗夺谦撰写；第 14 章群决策的区间犹豫模糊多粒度建模方法，

由张超、李德玉、翟岩慧撰写；第 15 章粗糙集理论的多粒度研究，由徐怡、李龙

澍撰写；第 16 章模糊软集信息集成与群决策方法，由毛军军、吴涛、王翠翠、姚

登宝、钱庆庆撰写。 
本书的出版得到了国家高技术研究发展计划(2015AA124102-6)、国家自然科

学基金(61673020、61402006、61602003)等项目的资助，在此一并致谢。 
由于作者水平有限，书中不妥之处在所难免，恳请读者批评指正。 
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第 1 章 问题求解商空间理论形成始末 

张 钹 
清华大学计算机科学与技术系 

1.1 引  言 

商空间理论作为粒度计算中的一种主要理论，在多粒度计算方面有着独特的

优势。它将不同粒度世界与数学上的商集概念相互统一，是论述多粒度计算的主

要理论模型。多粒度计算来源于 Hobbs 的论断：人类智能进行求解的基本特征之

一，就是具有从不同的粒度上观察世界，并且能够很快地从一个抽象层次转换到

其他层次的能力，即分层次地处理[1]。对于复杂问题，多粒度计算能够有效地降

低问题求解的复杂性。商空间理论研究的是各个商空间之间的关系，商空间的

分解、合成及商空间中的推理等。近年来，商空间理论在图像处理[2,3]、网络分

析[4]、复杂问题求解[5-7]等方面得到了广泛的应用。本章主要对商空间理论的形成

始末进行简要的回顾，并对商空间理论的未来发展进行展望。 

1.2 商空间理论的探索阶段 

我与张铃合作从事人工智能研究始于 1978 年，当时刚刚改革开放，国内相关

的文献很少，尽管我们查阅过所有能够收集到的文献，但也只能了解人工智能的

皮毛。1980 年 2 月，我到美国伊利诺伊大学(University of Illinois Urbana-Champaign) 
CSL(Coordinated Science Laboratory)访问，目的是学习人工智能。当时 CSL 在人

工智能上有两个研究方向，一个是机器人，另一个是专家系统，其实这两者也是

当时美国各大学人工智能的主要研究内容。尽管实验室有一台 PUMA 机械臂，当

时却没有从事有关研究的项目。我们对机器人颇感兴趣，经过商量之后，把机器

人运动规划作为首个研究目标。当时国际上运动规划(motion planning)的研究也刚

刚起步，可参考的文献很少，我们找到其中的 3 篇[8-10]。通过这些文献知道了什

么是机器人运动规划，以及一个称为剖分(subdivision)的规划方法。这个方法尽管

非常简单与直观，但我们从中学到了一个机器人规划的表示方法——组合空间
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(configuration space)表示。它的基本思路是：将机器人压缩为一个点，而将“障

碍”进行相应的扩展，形成一个新的组合空间。于是将机器人运动路径规划问题

转变为组合空间中寻找点的无碰轨迹。剖分法很简单，先将组合空间切割成细小

的方块，从这些小块中找出无碰路径(collision-free path)。显然，组合空间表示法

降低了寻找路径的难度，但剖分法本身则十分粗糙。于是我们在组合空间表示的

基础上，引进分层规划(hierarchical planning)的概念，将组合空间中的无碰路径规

划分成两步：第一步，将组合空间简化为一个等价的拓扑空间，在这个简化空间

中，首先判别出不存在通路的空间，而将这部分空间删除；第二步，回到原来的

几何空间，在剩下的空间中寻找无碰路径。利用分层路径规划的方法显然可以降

低计算复杂度。我们根据此思路撰写了一篇文章，投到 IEEE Transactions PAMI
杂志，很快就被录用[11]。这是我们第一次撰写学术文章，对撰写的规则很不清楚，

包括作者署名，以为既然工作是在 CSL 中做的，就把该实验室主任 R. T. Chien(钱
天闻)列为第一作者。 

接着我们进行第二项研究工作，即 A*启发式搜索。A*算法在人工智能中是一

个经典算法，教科书里都有，尽人皆知，似乎没有什么可值得研究的。美国 Pearl
等的两篇文章[12,13]引起了我们的注意，我们第一次看到数学公式出现在人工智能

的文章中。他们用统计方法分析了 A*搜索的平均复杂度，指出如果启发式估计 h(n)
满足以下条件： 

 
*( ) ( ) 1

( )
h n h np

h n m
ε

⎛ ⎞−
> >⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.1) 

其中 m 为分支因子，则 A*算法的平均计算复杂度为 N 的指数函数，N 表示目标

所在的深度。这个结果表明，如果启发式估计的相对误差大于ε 的概率超过一定

范围(1/m)，那么其计算复杂度与目标所在的深度 N 呈指数关系。可见，A*算法是

一个效率很低的搜索算法，由此我们萌生了改进 A*算法的念头。A*搜索把搜索树

上的节点 n 看成孤立的点，从 n 点出发得到估计函数 h(n)，通常其估计精度难以

保证，这是这个算法的主要缺陷。我们同样根据分层递阶(hierarchy)的思路，设想

如果把节点 n 看成一棵以 n 为根的子树，对子树中的众多节点进行采样，并利用

这些样本，根据某个统计推断的方法，判断该子树包含目标的概率。然后将包

含目标概率最小的子树删除，继续对剩下的子树按同样办法逐层向下搜索，直

至找到目标。根据这种按层次进行搜索的思想，我们提出了一个新的启发式搜索

算法——统计启发式搜索(简称 SA*算法)，并从理论上证明 SA*算法的确可以降低

计算复杂度。根据这些内容我们撰写了两篇文章，分别投到人工智能国际联合会

议(IJCAI-83)[14]和 IEEE Transactions PAMI-85 杂志[15]，都很快被录用。 
尽管我们当初撰写文章时，经验不足，可参考的文献又很少，无论在英文表
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达还是内容上都存在不少缺陷，且所投的又都是顶级的会议和杂志，但依然很快

被录用。现在看来，其原因主要是：文章[11]、[14]和[15]中这个看似简单的却具

有广泛普适性的“分层递阶”思想打动了审稿人，也正是这个思想形成了后来的

问题求解商空间理论。 

1.3 商空间理论的形成阶段 

“分层递阶”概念在自动控制领域很早就有广泛的应用，人工智能领域也给予

了其充分的关注，如人工智能创始人之一 Simon 分别于 1969 年和 1996 年在文献

[16]和[17]中指出分层递阶系统(hierarchical system)的普适性和重要性，1985 年

Hobbs[18]从粒度(granularity)的角度对“分层递阶”的重要性进行了进一步的阐述，

指出“从不同粒度观察问题与解决问题，并能够在不同粒度上往返自如”正是人

类问题求解的重要特点。尽管如此，在人工智能领域研究这个问题的人并不多。

80 年代中期，我们开始在原来工作的基础上，探讨“分层递阶”方法的形式化，

并经过多年的努力，逐步建立起一套理论体系。为建立这套理论体系，需要解决

两个基本问题，一是“问题求解”的表示(representation)问题，二是不同层次(粒
度)的划分、表示及相互转换关系。 

一个问题(problem)通常以二元组(X, F)表示，(X, F)又称表示空间[11]，其中 X
为论域，F 为属性(特征或函数)。我们在表示中引入三元组(X, F, T)(空间)，其中 T
为结构，表示论域中各个元素之间的关系。引入结构 T 对表示空间进行更细致的

刻画，有利于以后的推理与预测。在二元组表示中为了表示元素之间的关系，通

常需要引入附加的规则，不如结构表示来得直接与方便。为了表示“问题求解”

的不同层次(粒度)，我们最初利用等价关系(equivalence relation)对论域进行划分，

以得到粗粒度的空间表示，即([X], [F], [T])。在粗糙集理论[19]中，虽然也采用等

价关系对论域进行划分，其目的却是描述不确定性(粗糙度)。后来，我们进一步

将粒度的划分扩展到更一般的关系，如相容关系(tolerance relation)和模糊关系

(fuzzy relation)等。称空间([X], [F], [T])为原空间(X, F, T)的商空间(quotient space)，
其中[X]是 X 的商论域，[F]是 F 的商特性，[T]是 T 的商结构。在商空间概念的基

础上，通过代数方法，建立了一套问题求解的商空间理论(相关内容可参见文献[20]
和[21])。在这个理论中，解决了以下问题：①多粒度计算的计算复杂度，以及

在何种条件下可以利用多粒度计算来降低计算复杂度；②多粒度空间中的推理；

③不同粒度空间中的信息合成与融合。有了多层次(多粒度)模型，可以很方便地

进行自顶向下(从粗粒度到细粒度)和自底向上(从细到粗)的信息处理。 
20 世纪 80～90 年代，商空间理论和方法在国内得到广泛的应用和引用[2,3,22-52]，
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其应用范围十分广泛，包括图像分析、信息检索、产量预测、故障诊断、数据挖

掘和质量评估等。商空间理论能够得到广泛的应用，除了其普适性，与已有的模

糊集[53]和粗糙集理论[19]相比，具有以下特点。模糊集理论本质上是描述事物的模

糊性(不确定性)，与粒度计算并无直接关系，如果把模糊度看成对事物的一种“粗

粒度”描述，那么在模糊集理论中采用精确的隶属度函数来描述“模糊度”则与

多粒度计算原理相违背。尽管粗糙集理论原来也是用来描述不确定性(粗糙度)的，

但一定程度上可以看成对粒度的一种度量。粗糙集理论近来已经发展成为粒度计

算的一个分支，是一个“顺理成章”的结果，但它也存在一定的局限性。例如，

把论域看成元素的集合，缺乏对领域结构的描述；此外，对于不同粒度空间之间

的相互关系，也缺乏严格的形式化表达，作为多粒度的计算工具不是很方便。将

商空间理论运用于解决具体领域的问题时，需要运用领域知识与经验人工地建造

计算模型，难以解决大规模的问题，这是其主要缺点。粗糙集理论重视从数据中

建立计算模型，例如，其信息系统(information system)[11]表示方法，可以利用数

据建立系统模型。这是其优点，因此也得到广泛的应用。尽管如此，在大数据

时代来临之前，由于缺乏数据，无论哪一种粒度计算的理论和方法都难以充分

施展。 

1.4 本 章 小 结 

无论是我们提出的 SA*算法还是分层运动规划方法，如果运用于解决实际问题，

都需要大数据的支持。可惜当时没有大数据，因此无法充分发挥它们的作用。随

着深度学习(deep learning, deep structured learning, hierarchical learning)的出现[53-55]，

通过深度神经网络，可以直接从数据中学习到问题的多层次(多粒度)表示，即从

数据中获得层次的模型，为商空间理论以及其他粒度计算理论提供广阔的发展空

间。我们可以从任何一个多层神经网络中[56,57]清楚地看到多层次的“商空间”结

构。以图像识别为例，神经网络第一层的感受野(receptive field)最小，它获取最简

单的图像特征在不同朝向的线条。随着层次的上升，感受野(粒度)越来越大，所

获得的特征越来越复杂。各个层次之中的卷积计算，相当于各层次中的算子

(operator)，不同层的计算粒度不相同。不同层次之间的池化(pooling)计算，相当

于商空间中从细粒度到粗粒度之间的转换。这种运算正如我们讨论过的[20,21]，可

以取均值、加权平均或最大值等。在前向深度神经网络中，主要是自底向上的运

算。在反馈神经网络中，既有自底向上，又有自顶向下的运算。在建立问题求解

的商空间理论中，由于数据的缺乏，我们主要关注的是知识驱动，需要利用领域

知识或经验人工建立层次结构的模型。这和传统人工智能一样具有很大的局限性，
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因为专家的知识是稀缺和昂贵的，而且像常识一样很难清晰地表达，而有了数据

驱动的建模方法，使我们有了更多的建立多粒度模型的手段。后深度时代为我们

带来两个重要“礼物”：一是大数据；二是贝叶斯概率统计方法[58,59]。有了这两大

“礼物”，我们将有可能通过数据驱动与知识驱动的结合，推动商空间理论今后的

进一步发展。 
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第 2 章 商空间理论及应用综述 

赵 姝 张 冬 余成进 陈 洁 张燕平1 

安徽大学计算机科学与技术学院 

2.1 引  言 

人类智能的宏观分析能力主要体现在人们能从极不相同的粒度上观察和分析

同一问题，人们不仅能在不同粒度的世界上进行问题求解，而且能够很快地从一

个粒度世界跳到另一个粒度世界，往返自如，毫无困难。基于商空间粒度计算理

论不仅可以表示对象的属性，而且可以表示对象之间的结构关系，同时可以描述

各种不同粒度世界之间转移、变换、合成和分解等关系，这正是描述人类智能宏

观分析能力的有力工具。商空间理论模型首先由张铃等[1]从人工智能的研究角度

出发，于 1990 年在其专著《问题求解理论及应用》中提出。随后的近 20 年的时

间里，问题求解的商空间理论在国内外学者和相关领域学者的关注下有了新的发

展，并在其他领域得到应用，进一步将其发展成为一种以商空间理论为基础的粒

度计算理论[2]，并成为粒计算理论之一。粒计算并不是一个具体的模型或者算法，

而是一种方法论，在它的“大伞”下，包含很多具体的模型，如词计算、粗糙集、

商空间、云模型、区间集、领域系统等[3]。 
商空间理论的提出和发展主要经历了三个发展阶段：第一阶段，基于等价关

系，得到与之对应的商空间，从而将问题表述成不同的粒度世界，并以此构建基

于等价关系的商空间理论；由于很多现实问题都属于模糊概念，没有明确的分类

边界，等价关系被拓展为模糊等价关系和模糊相容关系[2]，形成第二阶段的基于

模糊等价关系和模糊相容关系的商空间理论；第三阶段，为了解决加入时间变量

的动态问题，原有的商空间理论模型则扩展为动态商空间模型。在三种商空间模

型的发展过程中，其基本操作和相关性质都有进一步的完善与扩充，推动了商空

间理论与其他理论及应用相结合。在不同的发展阶段，商空间理论为其他领域的

问题求解提供了一套强有力的工具，其应用于机器学习[4-17]、模式识别[18-22]、网

                                                        
本 章 工 作 获 得 国 家 自 然 科 学 基 金 项 目 (61402006 、 61673020 、 61602003) 、 安 徽 省 自 然 科 学 基 金 项 目

(1508085MF113、1708085QF156)、教育部留学回国人员科研启动基金项目(第 49 批)的资助。 
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状问题求解[23-37]、推荐系统[38]等领域都取得了较好的研究成果，吸引了更多的学

者研究商空间理论与应用。 
本章中，2.2 节将给出商空间的理论基础，详细介绍商空间基本模型、基本操

作及基本性质与定理。2.3 节分别从基于模糊等价关系的商空间模型、基于模糊相

容关系的商空间模型、动态商空间模型、基于代数结构的商空间模型及合成技术

的扩充五个方面详细介绍商空间理论的发展过程。2.4 节具体介绍基于商空间理论

提出的方法、理论与模型，并给出重要的应用实例及其效果。2.5 节对商空间理论

进行整体的梳理与总结，并对未来的研究热点与新的结合点进行展望。 

2.2 商空间理论基础 

商空间理论以三元组 ( , , )X f T 表示问题的论域、属性、结构，用商集 [ ]X 对

应的三元组 ([ ],[ ],[ ])X f T 表示不同的粒度，即商空间，这个模型不但可表示对象

的属性，而且可以表示对象之间的结构关系，同时可描述各种不同粒度世界之间

转移、变换、合成和分解等关系；能充分表述人类从粗到细、由表及里，从多侧

面、多层次上分析问题的能力。该理论深入研究了不同粒度世界之间的转换规律

和关系，并建立起一整套性质、命题和原理，如在理论上证明对系统建立合理的

分层商空间结构，能有效地降低求解的复杂性(最大可将指数复杂性降为线性复杂

性)；建立了不同粒度之间的保假原理，即一个问题在粗粒度空间上无解则在细粒

度空间上一定也无解，以及保真原理，即问题在两个商空间上有解，则在它合成

的第三个商空间上也一定有解，这些原理大大降低了分析系统的复杂性。 
本节从基本模型、基本操作以及基本性质和原理三个方面概述商空间理论的

基础。 

2.2.1 基本模型 

定义 2.1(问题描述) 以三元组 ( , , )X f T 描述一个问题，其中 X 表示问题的论

域(universe)， ( )f ⋅ 表示论域的属性，以函数 :f X Y→ 表示，Y 可以是实数集合、

n 维空间 nR 中的集合，也可以是更一般的空间。 ( )f ⋅ 可以是单值的，也可以是多

值的。对论域中任一元素 x X∈ ，有一个相应的 ( )f x ，表示 x 的某些属性，所以 ( )f ⋅
又称属性函数。T 是论域的结构，指论域 X 中各元素之间的相互关系。 

其中，“结构”是对象描述中最复杂的部分，描述结构的方法有很多。一般

地，如欧氏空间中的欧氏距离、内积空间中的内积、距离空间中的距离、半序空

间中的半序、拓扑空间中的拓扑、网络中的无向图及有向图等，这是一大类；

另一大类则是由运算形成的结构，如代数中讨论的线性空间、群、环、域、格
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及逻辑推理等；也可以是上面两类结构的结合，如赋范空间、赋范环等结构；

还可以是其他过去未深入研究过的结构，如时间规划中两事件之间的 13 种时间

关系[39-41]等。 
定义 2.2(商空间模型) 分析或求解问题 ( , , )X f T ，是指对论域 X 及其有关的

结构、属性进行分析和研究。对于问题 ( , , )X f T ，从不同的粒度(角度、层次)考
察问题 ( , , )X f T ，是指给定 X 的一个等价关系 R [2]，并由 R 产生商集[ ]X ，然后

将[ ]X 当成新的论域，研究相应的问题 ([ ],[ ],[ ])X f T ，其中 [ ]f 和 [ ]T 分别表示商

集 [ ]X 上对应的商属性函数和商结构。称 ([ ],[ ],[ ])X f T 为 ( , , )X f T 的商空间，那

么 X 的所有不同的商集及其对应的商空间就构成了问题 ( , , )X f T 的不同粒度

世界。 

2.2.2 基本操作 

1. 粒化 

基于商空间的粒化可以从三个角度进行：一是直接对论域 X 进行颗粒化，再

通过不同粒度的合成产生新的粒度，即对论域 X 粒化；二是对属性 f 取不同的粒

度，通过属性的粒度对论域进行划分，达到粒化的目的；三是对结构T 取不同粒

度，得到粗粒度的结构，再导出论域中对应的不同商空间[2]。 
需要特别强调的是，对结构直接进行“粗化”，由此产生新的粗结构 T〈 〉 ，

称为商结构，然后利用商结构 T〈 〉 在论域中产生对应的商集 X〈 〉 ，以及对属性产

生对应的商属性 f〈 〉 ，这三者共同形成新的商空间 ( , , )x f T〈 〉 〈 〉 〈 〉 。通过结构的颗

粒化，也能得出粗粒度的商空间，但这样的空间一般未必能从论域或属性的粒化

中得到[42]。与其他粒计算理论相比，商空间理论最大的特点就是其具有重视结构

的作用。 
问题的不同粒度表示对应于不同的等价关系 R 。从利用等价类来描述“粒度”

和利用“粒度”来描述概念的角度看，商空间理论和粗糙集理论有许多相似之处。

Pawlak 提出的粒度也是将大量的复杂信息按其各自的特征和性能将其划分成数

个较简单的信息块，以方便处理，每个如此划分的信息块被认为是一个粒度[43]。

粗糙集理论中，当论域 X 中各元素之间没有相互关系或相互关系甚少可近似看成

无相互关系的情况，即 X 中无结构的情况时，不同的粒度构成可以通过对论域、

属性进行不同的划分得到。粗糙集理论已经被证实在实践中是非常有用的，从现

实生活中大量的应用来看已经非常明显。这一理论对于人工智能和认知科学尤为

重要，在决策支持、专家系统、归纳推理、开关电路等方面具有重要的应用[44-54]。

但是粗糙集理论主要研究的是在给定的空间(知识基)上不同概念的表示、转换和

相互依存的问题[55]，其模型中没有描述论域中元素之间关系的方法，只是简单的


